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V' této stati checeme Ctendfe seznamit s podstatou jedné z technik analyzy kentin-
genénich tabulek, dosud — pokud je ndm zndmo — v ¢&eskoslovenské sociolegii
neuzivané. Formalné jde o postup, ktery prostiednictvim transformace znakt kon-
tingentni tabulky na dvourozmérné normdlni rozdéleni maximalizuje Lorelaini
koeficient mezi vyhodnocovanymi znaky a uréuje pro kazdou z kategorii obou znaku
skore.

Techniku lze zafadit (z hlediska cile i pouZitého matematického aparitu) nezi
multivariatni piistupy k analyze sociologickych dat. Postup je formulovdn znaéné
obecné, takie jej lze vyuiit pro vlechny typy kontingenénich tabulek — pro ta-
bulky vzniklé tf¥idénim nomindlnich, ordindlnich i intervalovych znakl, piicemz
tabulky mohou mit libovolné rozméry. Interpretace vysledki nenif vidy jednoduchd.
vvzaduje porozuméni zdakladim metody. Technika poddva predeviim urdity kom-
paktni pohled na strukturu vazeb mezi kategoriemi v kontingenéni tabulce, takze
tento pohled by mél byt dopliiovan dalsi, detailnéjsi analyzou.

Matematicky zaklad Eanonické analyjzy

Metoda je zalczena zejména na Lancasterové vité [Lancaster 1957; Kendall.
Stuart 1973]:

Piedpokiddejme. Ze nahodnd veliGina ¥ = (X, 1) ma dvourozmérné normaini
rozdéleni s kovariantni matici

kde rozptyly D(X) = o? a D(Y) = o}
a kovariance, resp. korelace jsou
cov (XY) = poyge a corr (XY)=p.

Provedeme-li transformace jednotlivych sloZek uvaZovaného dvourozmémého
rozdéleni F, tj.

X=X'(X) a Y=Y(1),
pak za velmi obecnych podminek (konetnost rozptyla veli¢in X’ a Y') plati

corr (X'Y") < o],

* Ve stati je popsana metoda pouzitd v ¢lanku [Charvat, Linhart. Ve¢ernik 1978).
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neboli korelace transformovaného rozdéleni nemuze v absolutni hodnoté prevysit
korelaci ptivodniho normalniho rozdéleni.

Lancasterova véta plati i pro nekategorizované veli¢iny. Uvazujme dédle kentin-
genini tabulku (tab. 1), kterd obsahuje absolutni ¢etnosti vyskytu vsech dvojic
kategorii znakt X a Y spolu s fddkovymi a sloupcovymi soucty (znak X necht
ma r kategorii a znak Y ¢ kategorii).

Tabulka 1

Znak Y
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| | R
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|

Piedmétem dalsich avah bude otazka. jakym zpusobem pripsat jednotlivym ka-
tegoriim znakit X a Y urcité ¢iselné hodnoty (skore) tak. aby pii danych ¢etnostech
nabyl korelaéni koeficient maxima.

Jinak fe¢eno — cheeme nalézt hodnoty diskrétnich ndhodnych velicin X a Y
(pro uréitost standardizovanych), tj. Cisla (skore) a; a y; ((=1.2,...,7) a (j=
=1, 2,....¢) tak, aby margindlni rozdéleni

X X il xryp l xro | ] Xy
. N b
> ny. 1o : My,
PX =) — | — ;
7 n I
¥ Yi A y2 | | Ye
= ‘ |
. [ n n.o i .
lon n | n

méla jednotkové rozptyly

b
DiXy=Y b wf_q,
i=1 M
2 H i
D(Y) = oy =1,
( ) Igl n J I

pricemz korelacni koeficient

r c
> ng
corr (X,Y)= Y E — 23y — max
i=1j=1 N

Bezprostiedni vyuziti uvedené Lancasterovy véty, tj. piimd konstrukce dvouroz-
mérného normélniho rozdéleni, nepfichdzi v tivahu. Nalezeni optimélnich hodnot
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T & Yy (vzhledem ke kritériu maximalizace korelatniho koeficientu) muzeme resit
jako Glohu hled4ni védzaného extrému.

Oznadimedi

UL -
f(xly x2, ..., Xy, yly y27 ey ?/c) = Z Z T:'xfy]': corr (*\) ) ’
i

ni, 2
gl(xl,x‘z,...,l'r)=z - .’131._1____0,
4

n
g2(Yu Y2 - 2 Ye) = 5~ Y —1=0,
J

dostaneme tlohu nalezeni maxima funkce f za podminek g; = g2 = 0. kterou Ize
TeSit pomoci Lagrangeovych multiplikdtori. JelikoZz znalost charakteru podminek
a vztahl, které hodnoty x; a y; spliuji, je interpreta¢né dulezitd, uvedeme hlavni
obraty pouZité p¥i fefeni uvedené extremalizaéni tlohy.
Vytvofime nejprve Lagrangeovu funkei:
(P =f(xl’ 2, ... T, ?/1, ?/27 LS | ?/c) + Agl(xly rz, ..., xr) +
+ #92(?/1, Y2y 4 o yc) .
Nutné podminky pro extrém jsou:

a(p o Nij . N, o . P
(1) —aa—g " yj+2/1.—n—x¢~—-0 t=1,2,...,7,

Op g . .

- =2, — 2u ——y; = j=1,2,....¢).
(2) Gy =2 Wy =0 (=120

Ze vztahl (1) a (2) plyne platnost rovnic
Op Op
_— = O —_— —] ,
2 oy ’ ; dy; y=0
z nichz po dosazeni dostaneme

YL 2L ay; + 2AD(X) = 0,
= 4

i
ZZ%xinr?/tD(Y):O,
i
neboli

corr (XY) = —2AD(X) = —2uD(Y),

takZe pfi standardizovanych veliéinach (D(X) = D(Y) = 1) musi platit

(3) corr (XY)=R= —2A= —2u.
Podminky (1) a (2) zapiSeme vyuzitim (3) ve formé soustavy lineirnich rovnic
4) Z nyy; = Rnixq, (r=1,2,...,7),
j
(5) Z’: nyrs = Rn jy; , (1=12,..,¢).

Je moino dokizat [Kendall 1973], Ze soustava linearnich rovnic (4) a (5) ma
netrividlni (nenulové) feSeni pouze pro hodnoty R, které odpovidaji odmocnindm
vlastnich ¢isel matice, jez vznikne jednoduchou transformaci vychozi kontingendén{
tabulky.
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Konkrétné pro existenci netrivialniho fefeni (4) a (5) musf platit
(6) NN'u= R%u .
kde .V je matice s prvky
n i=1,2,...,7),
NPl B :
V’Li.n.j (i=12,...,¢),

V' je transponovand matice ),

« Je sloupcovy vektor se slozkami ay Vn_i— (r=12...,nr.
Ze vztahu (6) je patrné, Ze pro existenci netrividlniho feseni je tieha. aby platila
rovnost
det [NN' — R¥J] =0 (J — jednotkové matice) ,
neholi £2 bylo vlastni ¢islo matice NN'.
Hodnost matice .V je maximélné rovna

m = min (r, c) ,
takze rovnéz hodnost matice NN’ je nejvyse m. OLecné md matice NN’ m raznych
vlastnich ¢isel 2o, 21, . . ., Zm-1. pFiems

rp=R*=1
je vlastnim ¢islem matice NN’ vidy, nebot soustava rovnic (4) a (5) md pro R =1
vidy nenulové fefeni

:QEK. ijK (i=].,2,...,7'), (j=1,2,...,c),
ale s ohledem na podminky D(X) = D(Y)= 1 bychom dostali

=1 a yy=1.
Tyto hodnoty nemaji Zadnou zavislost na vychozi kontengenéni talulce, takie je-
jich znalost nedava Zadnou informaci. Vlastni vektor «0 ptisluiny k jednotkovémy
viastnimu ¢éishe ma slozky Vm., resp. normalizovany vlastni vektor ma slozky
Vni_/n , které vypovidaji pouze o relativnich velikostech marginalii.

Dalsi vlastni éisla. setfidénd do nerostouci posloupnosti

;-1 \é ;-2 2 s g /“Lm—I
spolu s jim odpovidajicimi vlastnimi vektory «1, u2, ..., um-1, jiz poskytuji uzitec.
nou informaci.

Jelikoz vlastni vektory maji slozky

Ui = ITg Vn,-. s

dostdvame na zakladé !
1y —

(8) ri= Uji l/'ll{. .

Hodnoty skére y; pak ziskdme vyuzitim vztahu (5), neboli

1 )
(9) !IJ':—]—?;TZM;'M (j=1,2,...,¢).

Stejnym postupem lze ukdzat, Ze plati{ rovnéz vztah
N'Ne = Ry,
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. y s YT Nt v x s vy ,
kde v je vektor se slozkami w;}/n_; - Vypodetné je vhodné fesit llohu nalezeni vlast-
Yiyn.j - Vyp )
nich ¢éisel a vlastnich vektoru pro tu z matic NN’ a N'N, kterd ma mensi fdd a hod-
noty zbyvajicich kanonickych veli¢in zjistit bud pomoci (5) ¢i (6).

Ukézeme nyni nékteré vazby popisované techniky na ,tradiénéjsi* pristupy
k analyze kontingenénich tabulek. Diagondlni prvky matice NN’ jsou rovny

nZ
NNy =3 —Y—
j g
takZe pro stopu matice NN’ plati
9
n.
tr NN = D ) ——Y_.
; T oning

JelikoZ

2 o (ngj — ngmgin)? n
I Mnbali) PIP Mt

T 5 My

a stopa matice je soutet vlastnich ¢isel, miZeme velid¢inu y2 vyjadiit ve tvaru
(10) Z?'::n(/.l—i—lz—‘—. e Amr1) .

Vyznamnost veliéiny y?2 zjistujeme pomoci béZnych tabulek x2 rozdélent pro pie-
dem zvolenou hladinu vyznamnosti a po¢et stupit volnosti

dt=(c—1)(r—1).

Algoritmizace vypolti a zikladni vlastnosti kanonickych proménnyjch

Vypoctet hodnot 2; a yy, které jsou plipsiny jednotlivym kategoriim kontingentni
tabulky, vyZaduje takovy objem vypodetnich praci, Ze je nezbytné vyuiit vypo-
detni techniku i pro tabulky malého rozméru. Nejnirotnéjsi je vypocet vlastnich
¢isel a vlastnich vektord symetrické matice NN', resp. N'N. K tomuto acelu je
mozno doporuéit naptiklad néktery z algoritmi uviadényeh Wilkinsonem [Wilkin-
son 1976]. Ve vytvoieném programu 1 bylo pouZito QR metody, kterd se
velmi osvédaéila.

Jednotlivé kroky vypocth a ncékteré viastnosti skore a; a 75 ukaZeme na jedno-
duchém piikiadé, ktery bude riznym zpiisobem modifikovan.

Kontingenéni tabulka (tab. 2) obsahuje vychozi tdaje pro kunonickou analyzu.

Matice N (vznikne z tab. 1 pouzitim vztahu (7)) m4 tvar

(0.6227524 0.0668153 0.2425356 |
N =]0.3636670 0.5518254 0.1669245
| 0.0862796  0.2715377 0.6160411J

a matice NN’ obsahuje hodnoty

[0.4511083  0.3038300 0.2212856]
NN’ = ]0.3038300 0.4646288 0.2840508
1 0.2212856 0.2840508 0.4606835 |

Vlastni ¢isla matice NN’ jsou:
Ao = 1.0000, ;= 0.2366, /ix=0.1398.

1) Program byl vytvofen pro poditaé NE 4120, jenZ je instalovan ve Vypocetnim centru
VEE Praha.
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Vlastni vektory:

u? ul w2
0.5629 0.6328 0.5318
0.6134 0.1114 —0.7819
0.5540 —0.7663 0.3254

7 vektoru ul ziskdme vyuzitim vztahu (8) hodnoty proménnych a; (i = 1. 2, 3):
21 =0.05, 2= 0.0081, x3= —0.0615.

Tabulka 2

1 2 | 3 p>
S |
! ;
1 110 10| 40 160
2 70 90 | 30 190
3 15 40 | 100 155
- l
|
| = 195 140 170 505
|

Hodnoty slozek vlastnich vektora jsou urc¢eny vidy aZ na multiplikativni kon-
stantu. Vypoétené hodnoty jsou obvykle normovény, tj. napiiklad

3 _
> (7?)%= 0,5629% + 0,61342 + 0,55402 = 1 .
o
Pro platnost vztahu D(X) = D(Y) = 1, tj. specialné pro
r
D% Y 25 80
i=1 n

je nutné. aby platilo

ini, () (w})? .
=1 N ni, o n o .

takze je tfeba slozky normovanych vlastnich vektort vynasobit faktorem Vn )
resp. touto konstantou vyndsobit kanonické proménné, ziskané z normovanych
vektoru. Po této uprave dostaneme hodnoty kanonickych proménnych

;= 1,1236, 2= 0,1820, 23= —1,3820.
Hodnoty proménnych y; ziskdme ze vztahu (5), konkrétné
y1= 12180, ys= —04067, y3z3= —1,0629.
Hodnotu x2 ur¢ime podle vztahu (10)
¥ =l + Az + ... +An-1) = 505(0,2366 + 0,1398) = 190,1 ,
coz je v souladu s vysledkem ziskanym , klasickym* vypoctem
g8 = ;; (n4; ;—Uoﬁ)z _

Korela¢ni koeficient pti skére a; a y; pro udaje v tab. 2 je roven R2 = (,2366 —
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= (,48642, coz je opét v souladu s hodnotou ziskanou primym vypoltem, v némz
je kazda dvojice hodnot (2, y;) zastoupena s Cetnosti ng;.

T abulka 3

\ ‘ 1 12 13 ’ = l)

1 0,6875 0,0625 0,2500 1,000 |
2 0.3684 0,4737 0.1579 1,000
3 0.0968 0,2581 0,6451 1,000

Vztahy (4) a (5), které hodnoty 2; a y; spInuji, mohou pomoci pri jejich interpre-
taci. Na zdkladé rovnic (4) a (5) totiZ plati

Z____’Wf y; = By (t=12...7),

7 T,
ij . .
— x; = Ry; (= 1525 5 558)5
s g

ng nip . ; v 7 v & e . ”
ke —2g jsou prvky matic relativnich Cetnosti (Fddkovych a sloupcovych).
ng, n,j ’
Pro kontingentni tabulku (tab. 2) je matice . Jfddkovych® relativnich Cetnosti
(tab. 3) a matice ., sloupcovych® relativnich ¢etnosti (tab. 4).

Tabulka 4
P,
\ 1 2 3
i |

1 0,56641 0,0714 0,2353
2 0,3590 0.6429 0,1765
3 0,0769 0,2857 00,6882
= 1,0000 1,0000 1,0000

Vztahy (4) a (5) maZeme pak vyjadiit symbolicky takto:

1. sloupec 2. sloupec 3. sloupec X
Y1 + Y2 + ¥s3 =R. |z ],
tab. 3 tab. 3 tab. 3 23

x1[1. Yadek tab. 4] + a3[2. fddek tab. 4] - a3 [3. fadek tab. 4] =
=R . [y1, Y2 y3] .
plicemz
max
R = Z Ni;xiYj .
f) , {ys) ; 7

Z vyse uvedenych uvah je patrné, Ze hodnoty kanonickych proménnych x; a y;
jsou nezavislé na linedarnim vzristu Cetnosti v kontingen¢ni tabulce, nebot zivisi
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pouze na relativnich ¢etnostech. Provedeme-li permutaci na pofadi fadkt a sloupct:
tabulky, jsou souhlasné zménéna peradi hodnot x; a ;.

Naptriklad zameénime-li u kontingentni tabulky s hodnotami v tab. 2 druhy
Fadek s prynim a zdroven druhy sloupec s prvnim, coZ cdpovidd zméndm v pofadi
kategorii znaki. dostaneme kontingentni tabulku (tab. 5).

Tabulka 5

\»‘
S 1 1 2 3 =
|
1| 90 70 30 190
2 10 110 40 160
3 l 10 15 100 135
i
= 140 195 170 505

Pro tdaje v tah. 3 dostaneme vypoétem ndsledujici hodnoty:
Ap=1.0000. 7;=0,2366, A= 0,1398

X = 1820 y1 = —0,4067
xe = 1,1236 ye= 1,2180
rg = —1,3820 yz3 = —1,0629

Ze srovnani téchto hodnot s vysledky pro tab. 2 je patrné, Ze se vlastni ¢isla ne-
zménila a u hodnot skére z; a y; doslo jen ke zméndm poiadi: x; «> 23, ¥1 < ¥2.

Hodnota 72 a maximalni hodnota korelatniho koeficientu jsou pro tab. 2 a tab. 5
shodné. Rozborem téchto vysledki dojdeme napiiklad k zavéru, Ze znaky v tab. 2
(pfed permutaci) jsou ve smyslu linedrni regrese tésn¢ji svdzany, i kdyZz hodnota
%2 je pro obé tabulky stejna.

Konkrétni pitklady aplikace kanonické analyzy kontingenénich tabulek nalezne
. I . v . v v 4 .
zdjemce ve stati Charvata, Linharta a Vecernika, uvedené v seznamu literatury
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Pesome

NayGep M. - Jnurapr H.: Kanommyecknii aHaan3 Tabamiy CODPAKEHHOCTH NPH3HAKOB

B craThe OIMNICHIBAETCS MaTeMaTHYeCKasd Mojedb KAHOHHYECKOIO aHalu3a, KOTOPBIL ObLI
sBeegen Jlaukacrepoy (Lancaster 1957) u KOTopEIl NpeMeHsAeTCH K Ta0AHILAM CONPSIKEHHOCTH
IPH3HAKOB.

Ilemo meTojia sABJISETCA HAXOKIEGHUE HYyMePHUYeCKHX 3HaueHHU (ckope) X 1 Y Ui Cpoxn
i croa0uoB Tak, 4ro0bl X Koepdmuument anHeilHoit koppessinumeii ITnpcoma upmodpet
MAKCHMAJIbHOE 3HadeHie. 13 Tadumiue MOZKHO MMeTh J00oe UHCI0 CPOK It CTOJOLOB H Hepe-
MEHHBIE B TaONILIe MOIYT pelnpeseHToBaTh HOMMHAJIBHEI, OpPHHAIBHEIT I Ka P/ ITHATLHBIT
xapaxrep.

ABTOPBI BBOIAT MaTeMaTITYECKYIO MOJeNb M ee¢ oCHOBHBIE cBoilcTBa. llpmyenene meroma
MOKHO HailTH B crarbe Xapsar, Jluarapr, Bedepumk (Charvat, Linharl, Vecernik 1978),
IJle aHAJIBIPYETCSA HHTCpPTeHepaliloHHas MOOWIBLHOCTL B HEKOTOPBIX COIHAJICTIYECKIX
I KAIHTAAHCTHUECRIIX CTPaHAX.

Summary
Lauber J. — Linhart J.: Canonical Analysis of Contingency 'Tables

The paper presents the mathematical model of canonical analysis for contingency
tables that has been intrcduced by Lancaster [1957].

The purpose of the method is to assign quantitative scores X and Y to the values
ol both variables entering the tables, to give the maximal Pearson linear correla-
tion coefficient of X and Y. Table may consist of arbitrary number of rows and
columns that may represent nominal, ordinal or cardinal variables.

Authors present the method and its mathematical properties. They refer to an
analysis of intergenerational mobility in selected socialist and non-socialist countries
based on this method and described in Charvat, Linhart, Veéernik [1978].

618



